DOOD http:/www.cqvip.com 


Vol. 11,No. 3 高 等 数学 研究 
May, 2008 STUDIES IN COLLEGE MATHEMATICS 9 


欧 拉 等 式 导 方 一 玉 的 一 个 证 法 - 


童 增 祥 ! 张 党 炽 2 (:( 美 ) Otterbein 大 学 数学 科学 系 ,Westerville OH 43081,? 西北 工业 大 学 ,西安 710072) 
摘 要 基于 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 概念 ,给 出 了 欧 拉 等 式 (Basel 问题 ) 的 一 个 证 明 ， 
关键 词 Basel 问题 ; 欧 拉 等 式 ;函数 项 级 数 ; 一 致 收敛 性 中 图 分 类 号 O173.1 


美国 数学 会 确定 今年 为 欧 拉 年 ,纪念 欧 拉 (Leonhard Euler 1707-1730) 诞 展 三 百 周年 . 1753 


年 ,青年 欧 拉 一 举 解决 了 当时 与 费 马 大 定理 齐名 的 ,困扰 数 学 家 百年 之 久 的 Basel 问题 ,宣布 >， 
点 一 到. 旬 风 初 鸣 ,震惊 世 界 . 他 提出 了 两 种 方法 ,四 个 证 明 , 个 个 奇 巧 .美丽 、 深 刻 . 近 现代 数学 家 
又 发 现 了 约 二 十 种 更 严谨 的 证 法 . 美国 数学 协会 (MAA) 出 版 三 种 期 刊 ,面向 大 学 数学 教师 和 学 
生 , 他 们 收集 欧 拉 等 式 的 新 证 法 . 半 世 纪 来 ,已 发 表 了 十 余 种 简洁 初等 的 证 法 .本文 给 出 的 证 法 只 用 
到 函数 项 级 数 一 致 收敛 性 概念 , 旨 在 抛砖引玉 ,激发 大 学 生 的 数学 兴趣 ,并 以 此 纪念 欧 拉 三 百 周年 ， 


一] 次 dz 和 /9 =|- 巷 三 4z, 其 中 nE ZrU {0), 都 是 闭 区 间 [0,1] 上 
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函数 arcsinz 的 马克 劳 林 级 数 
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在 闭 区 间 上 一 致 收敛 . 
由 魏 尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 的 M 判别 法 可 知 , 任 给 y E 《0,1) ,函数 项 级 数 
> C2n+ DI! 1 Ts 
Cm (22 十 1)5 VIi—z 


在 闭 区 间 [0,y] 上 一 致 收 伍 于 函数 -arcsinz 


Vi—z 
逐 项 取 积 分 ,可 知 对 任意 y € [0,1j， 
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现 考虑 上 式 右 端的 函数 项 级 数 . 任 给 y € [0,1], 有 
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因为 级 数 >， 7 项 二 Ts 收敛, 所 以 函数 项 级 数 > ean Gti 在 闭 区 间 [0,1j 
上 一 致 收敛 于 一 个 连续 函数 G(Cy). 而 且 VyE [80,1),G(y) = F(y). 
既然 函数 下 和 G 都 在 [0,1] 上 连续 ,故而 
好 _ 四 2ntD)!l! 1 Ss 1 
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欧 拉 等 式 从 下 式 得 出 
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例 1 已 知 w 一 2 十 3 和 十 … 十 2, 求 数列 (au} 的 极限 . 


“Sinl sin2 ,| sinn_ &sink i. sink 
解 “a 2 a 22 A 2 之 2 >lima, 这 2* 


2sin 1 


公 一 一 1 和 1 ey 
在 (2) 式 中 , 令 g==2,x 1 得 lima, 5 一 4cos 1 


这 正 是 [1] 所 求 的 结果 . 
例 2 求 级 数 马 cosS LE( 一 co<z< 十 co) 的 和 函数 . 


解 …cos(m 十 1)z 一 coszzcosz 一 Sinzzsinz 人 


5 SN CR 位 on ee sinnt+ Dzr in 
n=1 3 n=1 3 n= 3” 
在 公式 (1) (2) 式 中 , 令 gq 三 3, 得 : 
名 cos(n+ Dr_3cos rT cost_ 3sin’ x _ 3c0s2x—cosz 
nl 3” 10 一 6cosz 10 一 6cosz 10 一 6cosz 
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